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Rappel 
On dbfinit les nombres de Genocchi Gz.  par leur fonction g6neratrice: I 
2t t 2 t 4 t 6 t 8 t 1° t 2n 
e '+ l  =t -~+4! - -3  ~..+ 17 ~-  155 ~+- . .  +( -1 ) "G2,  (~n~n),V +- . .  
ou par leur relation avec les nombres de Bernoulli: Gzn = 2(22"-  1 )Bzn. Par ailleurs les 
polyn6mes dits de Dumont -Foata  [1] F , (x ,y ,z )  sont d6finis par la r6currence: 
F , (x ,y ,z )=(x+y) (x+z)F . _ l (x+l ,y , z ) -xZF ,_ l (x ,y , z ) ,  Fx=I .  
On montre [2] que ces polyn6mes ont sym6triques dans les variables x, y, z, et qu'ils 
sont un raffinement des nombres de Genocchi, en ce sens que 
F,(1, 1, 1)=G2,+2. 
II existe plusieurs interpr6tations combinatoires de ces polyn6mes [2, 4], dont aucune 
ne refl6te clairement la sym6trie trivari6e. Nous proposerons une extension de l'une de 
celles de Han [4]. 
Un escalier F de taille nest  le graphe d'une application f de {1,2,3 . . . . .  2n} sur 
{2, 4, 6 . . . . .  2n} surjective t telle que pour tout k, f(k)>~ k. Un point (k, f (k))  de F est 
dit maximal si f (k )=2n,  est dit pointf ixe s'il n'est pas maximal et si f (k )=k  (ce qui 
implique que k est pair), est dit surfixe s'il n'est pas maximal et si f (k )= k + 1 (ce qui 
implique que k est impair). Etant donn6 un escalier F, on note m(F) le nombre de ses 
points maximaux ~ l'exception des points (2n- l ,2n)  et (2n, 2n), on note f (F )  le 
I Genocchi etait un math~maticien du sidcle dernier. En fait on a un peu oublie que les nombres de 
Genocchi etaient d6jfi bien connus d'Euler [3]. 
Elsevier Science B.V. 
SSDI 0012-365X(94)00149-D 
470 D. Dumont / Discrete Mathematics 139 (1995) 469-472 
nombre de ses points fixes, et s(F) le nombre de ses points surfixes. Le r6sultat de Han 
qui nous int6resse st le suivant: 
F.(x, y, z)=y, xm~V~yI~z " ,
F 
la somme 6tant 6tendue 5. tousles escaliers F de taille n. 
Nous allons proposer une premi6re conjecture sur les polyn6mes de 
Dumont-Foata,  une deuxi6me conjecture plus forte relative 5. un raffinement 
de ces polyn6mes en polyn6mes 5. six variables F.(x,y,z,,2,p,~) li6s aux F. par la 
relation 
F.(x, y,z)= F.(x, y,z,x, y,z), 
et une troisi6me conjecture sur 
F.(x ,y ,z , l , l ,  1). 
Consid6rons la fraction continue 
les polyn6mes G,(x,y,z) d~finis comme 
1 - (xy + yz + zx)t 
(x + y)(y + z)(z + x)t z 
1--[(x+ 1)(y+ 1)+(y+ 1)(z+ 1)+(z+ 1)(x+ 1)--23t 
2(x +y+ 1) (y+z+ 1)(z+x + 1)t 2 
'o. 
dont le coefficient situ6 sous le (n + 1)-i6me trait de fraction est 
1--[(x +n) (y+n)+(y+n)(z  +n)+(z  +n)(x +n)- -n(n+ 1)It 
(n+ 1)(x + y+n)(y+ z+n)(z + x +n)t z 
Conjecture 1. Le d6veloppement selon les puissances croissantes de cette fraction 
continue n'est autre que la s6rie g6n6ratrice ordinaire des polyn6mes F., 
5. savoir 
t +(xy+ yz + zx)tZ +. . .+ F.(x, y,z)t" +... 
Etant donn6 un escalier F, un point (k,f(k)) de F est dit doublb s'il n'est pas seul sur 
sa ligne, c'est-5.-dire s'il existej 4: k tel que f ( j )  =f(k).  On note respectivement rap(F) et 
mi(F) le nombre de ses points maximaux d'abscisses paires et maximaux d'abscisses 
impaires, on note fd(F) et fnd(F) le nombre de ses points fixes doublbs et fixes non 
doublks, enfin on note sd(F) et snd(F) le nombre de ses points surfixes doublbs et 
surfixes non doublbs. On d6finit alors combinatoirement les polyn6mes 
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F.(x, y,z,~g, 37, Y) par 
Fn(X, y, Z, .f, p, Z) = E xrai(F)yfd(F)zsnd(V)xmp(F)37fnd(r)Zsd(F)' 
F 
la somme 6tant 6tendue fi tousles escaliers F de taille n. 
On considdre fi prdsent: 
t 
471 
1 - (xp+yS+z£) t -  
(.~z + y)(y + z)(g + x)t 2 
1-[(x+1)(37+l)+(y+ l)(Z+ l)+(z+l)(~+ 1)-2It 
2( : f+y+ 1)(37+z+ l ) (~+x + 1)t 2 
la fraction continue dont le coefficient, situ6 sous le (n + 1)-i6me trait de fraction est 
1 - [ (x+n) (37+n)+(y+n) (~+n)+(z+n) (~+n) -n (n+ 1)]t 
(n+ 1)(Y, + y +n)(37+z +n)(£ + x +n)t  2 
Conjecture 2. Le dbveloppement selon les puissances croissantes de cette fraction 
continue n'est autre que la s6rie g6nbratrice ordinaire des polyn6mes F,: 
t +(x37 + y•+ z,Y)t 2 +. . .  + F.(x, y, z, x, y, 5)t" +. . .  
Consid6rons en particulier le cas des polyn6mes G,(x ,y ,z )=F , (x ,y ,z ,  1, l, 1), dont 
la d6finition combinatoire st donc 
Gn(x , y, z) = E Xmi(F)Yfa(r)zsnd(F)" 
F 
la somme 6tant 6tendue fi tousles escaliers F de taille n. La Conjecture 2 implique 
qu'on les obtient en d6veloppant la fraction continue 
t 
(x+ 1)(y+ 1)(z+ 1)t 2 
1-- (x + y+ z)t 2(x + 2)(y+ 2)(z + 2)t2 
1- -2(x + y+ z + 2)t .. 
dont le coefficient situ6 sous le n-i6me trait de fraction est 
n(x + n)(y + n)(z + n)t 2 
1 -n (x+y+z+2n-2) t  
Si la conjecture st vraie, les polyn6mes G,(x, y, z) sont un nouveau raffinement des 
hombres de Genocchi de sym6trie, ce qui n'est pas du tout apparent sur leur d6finition 
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combinatoire. Leurs premi6res valeurs sont: 
G I= I ,  
G2=x+y+z, 
G3=(x+y+z)Z+(x+ 1)(y+ 1)(z+ 1)= 1 +~x+ (~xZ)+3(~xy)+xyz, 
G4=(x+y+z)3+4(x+ 1)(y+ 1)(z+ 1)(x+y+z+ 1)
=4+8(~x)+4(~x2)+ 12(~ xy)+(~ x3)+ 7(~ xZy) 
+ 22xyz +4(~ xZyz). 
Conjecture 3. La s6rie g6n6ratrice des polyn6mes G.(x, y, z) admet la repr6sentation 
suivante: 
G(x,y,z;t) 
t (x+ l ) (y+ 1)t 2 
= 1 +(xy- l z -  1))t + E1 +lxy-(z-  1))t] [1 +(Ix+ 1)(y+ 1)- 2(z- 1))t] 
(x+ 1)(x +2) (y+ 1)(y+2)t 3
-+ t-... 
[1 +(xy- (z -  1))t] [1 +((x + 1)(y+ 1) - -2 (z -  1))t] [1 +((x +2) (y+ 2) -3 (z - -  l))t] 
Note de rauteur ajoutee post~rieurement 
Entre tremps, ces conjectures ont 6t6 d6montr6es ind6pendamment par 
Randrianarivony [5] et par Zeng [6-1. En outre, les deux auteurs donnent une 
d6finition r6currente des polyn6mes F, et une extension pour ces polyn6mes de notre 
Conjecture 3. Un probl6me ouvert reste n6anmoins pos6, c'est celui de proposer un 
mod61e combinatoire pour lequel la sym6trie trivari6e soit g6om6triquement 6vidente: 
on pourrait par exemple envisager de construire ce mod61e dans le plan sur le r6seau 
hexagonal, ou dans l'espace ~t trois dimensions. 
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